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(a,blab=ba) "~~~ (a,b|a?=b?)
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/\W\/\YBE et ses avatars

Données:ev. V, o: V®2 — y®2

L’équation de Yang-Baxter (YBE) :

0102071 :()'20'102:V®3—>V®3 01 = o®Idy, 0y = Idy ®o.

v condition de factorisation pour les matrices de dispersion dans le
probléme a n corps en dim. 1 (McGuire & Yang 60°) ;

collisions j)< — ><
S~

v condition pour la fonction de partition d’'un modéle sur réseau
exactement résoluble (Onsager 44; Baxter 70°);

o

v R-matrice dans un groupe quantique (Drinfel’d 80°) ;

v algebres C* (Woronowicz 80°) ;

v produit tensoriel tordu dans la géométrie non-commutative (Majid 90°) ;



/\W\/\YBE et ses avatars

Données: ev. V, o: V&2 5 v®2Z

L’équation de Yang-Baxter (YBE) :

010201 = 0201072 Vo3 _, v®3 o1 = oxIdy, 0 =Idy ®o.

v équation de tresses en topologie.
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Le monoide/groupe de tresses Bg agit sur V&M,



/\‘\g/\ Questions

v Construire des solutions intéressantes.
v Classifier les solutions.
Difficile ! En dim 2, il y a 96 (classes de) solutions (Hietarinta ’92).
Approche de Drinfel’d (90°) :
Etape 1. Classifier les solutions ensemblistes o: $*2 — S*2,

Etape 2. Comprendre leur déformations :

linéariser + déformer
sol. ens. (S,0) ~ A~ AAANANANANANANS  sol ling (RS, 0).

On ne parlera que de solutions ensemblistes.

v’ Trouver des invariants de solutions.



/\W\/\Quelques solutions involutives : 02 = Id

v o(x,y) = (y,x) ~ "~ R-matrices.

v olx,y) = (y,x) "Nne ox®@y) =yx+hl @yl

ou (V, []) est une algebre de Lie, et Vv, [1,v] = [v,1] = 0.

[YBE pour 0 <= identité de Jacobi pour []]

v o(x,y) = (fy), f1(x)), ot f € Bij(X) (solution-permutation).



/\%\/\Quelques solutions idempotentes : 02 = o

v/ monoide (S,%,1), o(x,y) = (1,x*y);

[YBE pour 0 <= associativité pour *]

v/ monoide factorisé G = HK,
S=HUK, o(xy)=(hk),heHkeK hk=xy;

v/ réseau (Sv /\) V)s O—(Xay) = (X/\U»va);

v algorithme de Schensted pour les tableaux de Young.



X Groupe de structure : définition

GI‘p(S, G) = < S| Xy = U/X, quand G(X>y) - (U/>X,) >

Monoide de structure Mon(S, o) : définition analogue.
Exemples :
v monoide (S,*,1), o(x,y) = (1,xxy),

S :MOH(S,O‘)/«IS = TnMon >

v algebre de Lie (V, [], 1), oc(x®y) =y ®@x+ hl @ [x,y],

UEA(V, [], k) ~ kMon(S,0)/ _y .

Représentations de (S, o) := représentations de k Mon(S, o).



/\w\/\lnterprétation topologique

Solution (S,0) ~ espace classifiant B(S, o) :

deg 0: * deg1: x——>x
a Aa(Db)

deg2: o(a,b) = (Aa(b), pu(a))
b Po(a)

deg3:

i

as aj

[YBE pour 0 <=> ce coloriage se propage]

as



/\w\/\lnterprétation topologique

a
ar 3..

degn: H[O, 1™ O an
SXTL
Le coloriage se propage sur toutes les arétes de [0, T]™.

a Aa(b)

71 (B(S, 0)) = Grp($, 0)|

b pv(a)



S Surprise

invariants

Grp(X,0) : ‘ solutions de YBE ‘ ‘ groupes & algeébres ‘
\~_’/

exemples

Bonnes propriétés de (X,0) = bonnes propriétés de Grp(X, o).

Théoréme : (S, o) fini, non-dégénéré, o = Id —

v Mon(S, o) est de type I, simplifiable, Ore ;

v kMon(S, o) est Koszul, noethérienne, Cohen—-Macaulay,

Artin—Schelter réguliére ;
v Grp(S, o) est résoluble, Garside, Bieberbach ;
v Grp(S, o) est ordonnable a gauche < (S, o) est multi-permutation
(= extension itérée d’une solution-permutation).

(Manin, Gateva-Ivanova & Van den Bergh, Etingof-Schedler-Soloviey,
Jespers—Okniniski, Chouraqui, Bachiller—-Cedé —Vendramin,..., 80’-...).



/\‘8\/\Presque groupes abéliens libres

Application guitare

(Xriyenny

Xn X1

[: §XM—gxm,

R pX2X1 (X3)) pX] (X2)3X1 )

pxsxzx] X4



/\‘8\/\Presque groupes abéliens libres

Application guitare M §Xm—8*™
Xy ooy X1) > (nny Px,x; (x3), Px; (x2),x1).
Théoreme (Etingof-Schedler—Soloviev °99) :

o non-dég. (les px et A sont bijectives), 0?2 =1d =
v T bijective ;

v ol T(x,y) = (y, %) ;

v T"induit un 1-cocycle de groupes bijectif

I Grp(S, o) 25 FA(S)

Mab) =T(a)® I'(b).
Ici FA(S) = le groupe abélien libre sur S.

Mauvaise nouvelle : Pas de nouveaux invariants de tresses.

Bonne nouvelle : Transport de propriétés.



{3/ Graphes de Cayley

I Grp(S, o) 25 FA(S)

Iab) = '(a)® N'(b).

v Pour un générateur x € S, I'(xb) = T'(x)® T'(b) = x® I'(b).
v Unb € Grp(S, o) permute les générateurs x € S.

recoloriage local
Conclusion : Cayley(FA(S)) "~~~ Cayley(Grp(S, o).

x1b x2|™3 ... xsb I'(x1b) x5 X3 T(x4b)
X1 Xn X] XTl.
b I'(b)



>0/ Groupes de Bieberbach

Posons G = G(S, o).

v Cayley(G) /< G par translations a droite.
v Cette action s’étend a une action R™ ~ G :
e par transformations euclidiennes ;

o libre;

e domaine fondamental : [0, 1]™.

Conclusion : G est un groupe de Bieberbach.



G/ Exemple

S={a,b}, olx,y)=(f(y),f '(x)),aveca &> b
e, aq +—s bb, abO®o, baOo

G :=Grp(S,0) = (a,b|a? =b?).

3 4 _ 14
Cayley(G) : ab_—s b =b

\ // A
. |b2,
DA e
LA,

d

> ba ——
a

4

ea = réflexion glissée d’axe dq et de vecteur %(1, 1)
ob = réflexion glissée d’axe dy, et de vecteur %(1 , 1)
ea’ = eb? = translation par (1,1)

R2/G = bouteille de Klein



<2/ Quotients finis & la Coxeter

Théoreme (Chouraqui-Godelle *14, Dehornoy ’15) :
(S, o) fini, non-dég., 02 = Id =

v on a une suite exacte courte de groupes
0 — FA(S) = Grp(S,0) — Grp(S, o) — 0,

ot L(x) = G~ (x%) pour un d bien choisi ;

v le quotient Grp(S, o) est fini, et permet de reconstruire
la structure de Garside de Grp(S, o).
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