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2 Réseaux d’information

En pratique, on s’intéresse à des réseaux bien plus complexes, représentés
par des graphes :

création

création

Questions :

3 Lister tous les états possibles de ce système?

3 Comparer efficacement deux séquences d’échange d’information?

3 Déterminer la façon la plus rapide d’obtenir l’état souhaité ?
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3 Réseaux linéaires

1 2 3 . . . n

Notation : xi = l’échange d’information correspondant à l’ième canal.

Observation : Deux séquences d’échange reliées par une suite de
transformations locales suivantes amènent au même état :

. . . xixi . . . = . . . xi . . . (1)

. . . xixj . . . = . . . xjxi . . . si i+ 1 < j (2)

. . . xixi+1xi . . . = . . . xi+1xixi+1 . . . = . . . xixi+1 . . . (3)

Notation : Ln = {mots en x1, . . . , xn | (1)− (3)}.

Définition : monoïde = “groupe sans inverses”.

Observation : Ln muni de l’opération concaténation est un monoïde, appelé
le monoïde d’Hecke–Kiselman linéaire.
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4 La plus belle équation
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5 Tresses géométriques

Définition : Une tresse à n brins est une collection de n chemins dans
l’espace qui relient les n points

(1, 0, 0), (2, 0, 0), . . . , (n, 0, 0)

aux n points
(1, 0, 1), (2, 0, 1), . . . , (n, 0, 1)

et restent toujours ascendants.
On identifie deux tresses reliées par une isotopie (qui déforme les brins sans
jamais les couper) :

Notation : Bn = l’ensemble des tresses à n brins (à isotopie près).
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Identifier des tresses
isotopes n’est pas

toujours chose simple.
Ainsi la tresse

ci-contre est triviale,
c-à-d isotope à la
tresse à 4 brins

verticaux.



6 À quoi ça sert ?

À comprendre, entre autres :

3 le mouvement de n points dans le plan (l’axe Oz = le temps) ;

3 les nœuds et les entrelacs—que l’on obtient en fermant les tresses :

3 l’action d’enzymes sur une molécule d’ADN;

3 de nouvelles technologies en cryptographie (avec comme clés des tresses
plutôt que des nombres) ;

3 et même les diagrammes de jonglerie !
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7 Les groupes de tresses

On compose deux tresses comme suit :

L’inverse d’une tresse est construit comme suit :
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8 Tresses algébriques

Théorème (Artin, 1925) : Le groupe Bn admet la présentation suivante :

3 générateurs = tresses élémentaires :

(c-à-d chaque tresse est une composition de ces tresses et de leur inverses) ;

3 relations (locales !) :

Remarque : On a aussi le monoïde des tresses positives B+
n , avec la même

présentation.
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9 Multilinguisme

Théorème : Il y a des bijections explicites entre :

A éléments de Ln : x1x3x2x1x4 (modulo les relations) ;

B tresses éparses (= positives sans digones ni triangles) à n+ 1 brins ;

interdit :

C permutations (321)-évitantes ;

D couples croissants de suites croissantes d’entiers entre 1 et n+ 1 :

b1 < b2 < . . . < bk 6 n+ 1

∨ ∨ . . . ∨

1 6 a1 < a2 < . . . < ak

E états d’un réseau d’information linéaire à n canaux ;

F états d’une cascade de récipients à n cloisons.
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10 Dictionnaire

A éléments de Ln → B tresses éparses :
x2i = xi élimination de digones

xixi+1xi = xi+1xixi+1 = xixi+1 élimination de triangles

= =

B tresses éparses → D doubles suites : suivez les brins droits :

3 4

1 3

7→
3 < 4

∨ ∨

1 < 3

D → B : dessinez les brins droits et compléter.
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10 Dictionnaire

B → E états d’un réseau d’information :

A B

A A ∪ B

B → E’ états d’un réseau d’information formatant :

A B

A A

B → F états d’une cascade de récipients :

A B

∅ A ∪ B

Remarque : Il s’agit d’actions locales du monoïde Ln sur les n-uplets ∈ Sn,
pour des ensembles S bien choisis.
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11 Réponses à toutes nos questions !

Rappelons nos questions :

3 Lister tous les états possibles d’un système?

3 Comparer efficacement deux séquences d’échange d’information?

3 Déterminer la façon la plus rapide d’obtenir l’état souhaité ?

Les réponses deviennent évidentes dans le langage de doubles suites !

En particulier, le nombre d’états possibles est :

Cn+1 =
1

n+ 2

(
2n+ 2

n+ 1

)
nième nombre de Catalan
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12 La plus belle équation bis

Prop. : Soient S un ensemble, et r : S× S → S× S une application qui est :

3 une solution de l’équation de Yang–Baxter :
(r× Id)(Id×r)(r× Id) = (Id×r)(r× Id)(Id×r) : S3 → S3;

3 idempotente : r2 = r ;

3 de Kiselman : (r× Id)(Id×r)(r× Id) = (r× Id)(Id×r).

Alors le monoïde Ln agit sur Sn par
xi 7→ Idi−1×r× Idn−i .

Cf. les relations dans Ln :
. . . xixi . . . = . . . xi . . .

. . . xixj . . . = . . . xjxi . . . si i+ 1 < j

. . . xixi+1xi . . . = . . . xi+1xixi+1 . . . = . . . xixi+1 . . .
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3 une solution de l’équation de Yang–Baxter :
(r× Id)(Id×r)(r× Id) = (Id×r)(r× Id)(Id×r) : S3 → S3;

3 idempotente : r2 = r ;

3 de Kiselman : (r× Id)(Id×r)(r× Id) = (r× Id)(Id×r).

Alors le monoïde Ln agit sur Sn par
xi 7→ Idi−1×r× Idn−i .
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A A ∪ B

A B
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∅ A ∪ B

r

Application : un outil pour distinguer les éléments de Ln.
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13 Réseaux circulaires

1 2 3 . . . n− 1

mise à jour
n

Définition : le monoïde d’Hecke–Kiselman circulaire Cn est défini par la
présentation suivante :

3 générateurs x1, . . . , xn ;

3 relations :
. . . xixi . . . = . . . xi . . .

. . . xixj . . . = . . . xjxi . . . 1 < j− i <n−1

. . . xixi+1xi . . . = . . . xi+1xixi+1 . . . = . . . xixi+1 . . . 1 6 i <n+1

Ici les indices sont modulo n, c-à-d xn+1 = x1.

Remarque : ce monoïde est infini.
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14 Tresses sur le cylindre

Définition : Bn,1 est le groupe des tresses à n brins sur le cylindre.



14 Tresses sur le cylindre

Définition alternative : Bn,1 est le sous-groupe de Bn+1 constitué des
tresses à n+ 1 brins avec le dernier brin rigide.



14 Tresses sur le cylindre

Ce groupe admet une présentation comme suit :
3 générateurs :

• les tresses élémentaires σ1, . . . , σn ;
• la vrille :

t =

3 relations : exercice !
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15 Multilinguisme

Théorème : Il y a des bijections explicites entre :

A éléments de Cn : x1x3x2x1x4 ;

B tresses positives à n brins sur le cylindre

3 éparses = sans digones ni triangles contractibles ;

7 3

3 pouvant s’écrire sans la vrille t.



15 Multilinguisme

Exemple :

1 2 3 4 5=1

3

1 2 3 4 5=1

t= 7



15 Multilinguisme

Théorème : Il y a des bijections explicites entre :

A éléments de Cn : x1x3x2x1x4 ;

B “bonnes” tresses ;

C couples croissants et n-proches de suites croissantes d’entiers :

b1 < b2 < . . . < bk < b1 + n

∨ ∨ . . . ∨

1 6 a1 < a2 < . . . < ak 6 n

D états de certains systèmes.
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16 Dictionnaire

B → C : suivez les brins droits :

un brin a → b qui tourne autour du cylindre w fois

a < b+w ∗ n.

1 2 3 4 5 = 1

1 2 = ∗4
2 1

↑ ↑
2 3

6 < 9

∨ ∨

2 < 3



16 Dictionnaire

C → B :
6 < 9 division euclidienne
∨ ∨

2 < 3

6 = 2+ 1 ∗ 4 9 = 1+ 2 ∗ 4

1 2 3 4 1

6 9−1−4

1 2 3 4 1

∑
= 10

∑
= 10
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6 9−1−4

1 2 3 4 1

∑
= 10

∑
= 10

C −→ B −→ A

6 < 9

∨ ∨

2 < 3

x3x4x2x3x1x2x4x1x3x4

1 2 3 4 1



C −→ B −→ A

6 < 9

∨ ∨

2 < 3

x3x4x2x3x1x2x4x1x3x4

1 2 3 4 1

Là encore, on a des réponses à nos questions !

3 Lister tous les états possibles d’un système?

3 Comparer efficacement deux séquences d’échange d’information?

3 Déterminer la façon la plus rapide d’obtenir l’état souhaité ?
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